Teoreticka ¢ast - 21.6.2021

1. (a) Definujte parcialni derivace (v¢etné derivaci vyssich radi)
a totalni diferencial (2 body).
(b) Zformulujte vétu o stiedni hodnoté (1 bod).

(c) Zformulujte a dokazte vétu o vztahu parcidlnich derivaci a
totalniho diferencidlu (dikaz staci pro prvni ¢ast) (3 body).
(d) Rozhodnéte o platnosti néasledujicich tvrzeni:
i. je-li f : R? — R funkce, pro kterou g—ﬁ(—l, —5) a
%(—1, —b5) existuji, potom existuje df (—1, —5),

ii. je-li f: R? — R funkce, pro kterou existuje df (a) pro
vechna a € R? a navic je zobrazeni a — df(a) spo-
jité, potom existuji %(a) a g—i(a), a € R?, a navic jsou
funkce % a g—i spojité na R2.

Vse fadné zdiuvodnéte (2 body).



2. (a) Definujte Cauchyiv soucin fad (1,5 bodu).
(b) Zformulujte a dokazte vétu o sou¢inu fad (4 body).

(¢) Pomoci véty o soucinu fad ukazte, Ze pro funkci

exp(z) = ni;o 2—7;, r e R,
plati
exp(z) - exp(y) = exp(z +y), x,y€R
(2,5 bodu).



3. (a) Definujte metricky prostor, uplny metricky prostor a kon-
traktivni zobrazeni (3 body).

(b) Zformulujte Banachovu vétu o kontrakei (1 bod).

(¢) Dokazte, ze zobrazeni x — 1 arctan(z) je kontrakei na pro-
storu R s obvyklou metrikou (1 bod).

(d) Dokazte nasledujici tvrzeni: necht (M, p) a (X, d) jsou tplné
metrické prostory, potom zobrazeni

¢:(MxX)x (MxX)—>R
definované jako
¢((a’ :13), (b7 y)) = p(a, b) + d(ZE,y)

je metrikou na mnoziné M x X a prostor (M x X, ¢) je
tplny metricky prostor (3 body).



